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 هاي ممكن براي حل مسأله نامعيني در ناحيه كمري بررسي تئوريك راه

  توسط سيستم اعصاب مركزي  
 

  ،3بهمن ناصرالاسلامي ،2محمد رضا نساجيان ،1جواد موسوي سيددكتر  ،*احسان راشدي
  4پور محمد پرنياندكتر 

  
 چكيده

اين موضوع در اصل توسط . دهي شده است و قابل انعطافي سازمان هاي گوناگون سيستم حركتي انسان جهت انجام وظايف حركتي مختلف با روش
در سيستم  (Redundancy)براي حل مسأله نامعيني  (Central nervous system) شود كه سيستم اعصاب مركزي هايي انجام مي راه

يك خصوصيت برجسته است كه به وسيله آن عضلاني انسان  -در واقع، نامعيني سينتيكي در سيستم اسكلتي. گيرد عضلاني به كار مي -اسكلتي
در اين مطالعه ضمن ارايه تعاريف و بيان نقش مانيفولد كنترل نشده . تواند به اهداف بسياري دست پيدا كند سيستم اعصاب مركزي مي

(Uncontrolled manifold) چ فضاي پو. شود براي سينماتيك حركت، مفهوم نامعيني سينتيكي با روابط رياضي بيان مي(Null space) 
در اين مقاله با . شود مشخصي نياز است، استخراج و روي آن بحث مي (Stiffness) سيستم با نامعيني سينتيكي، هنگامي كه گشتاور و يا سختي

  . اي ساده استخراج شده است اي، روابط رياضي براي يك مدل صفحه عضله 3استفاده از يك مدل بيومكانيكي 
  .عضلاني -ي، سيستم اعصاب مركزي، فضاي پوچ، ناحيه كمري، سيستم اسكلتينامعين :ها كليد واژه

  
  8/2/88: تاريخ دريافت
  8/9/88: تاريخ پذيرش

  
  

  مقدمه
اي در ستون  به منظور محاسبه نيروها در مفاصل بين مهره

گيري  فقرات براي جلوگيري از آسيب ناشي از اضافه بار، اندازه
با توجه به اين كه . تنيروي موجود در عضلات ضروري اس

نيروهاي عضلات در محيط زنده در دسترس نيستند، استفاده از 
هاي رياضي به منظور تخمين نيروي عضلات اجتناب  مدل

مشكل اصلي، يافتن نحوه فعاليت عضلات . باشد ناپذير مي
مختلف در برقراري تعادل در ستون فقرات است كه به دليل 

به . افتد موجود اتفاق مي نامعيني ناشي از فراواني عضلات
منظور حل اين مشكل از سه روش عمده براي حل مسأله 

ها عبارت از بهينه  اين روش. شده است معروف نامعيني استفاده 
هاي تلفيقي از دو روش  و مدل )2( EMGهاي  ، مدل)1(سازي 
، كه روابط )Pomero(در كار گروه پومرو . باشد مي )3(اخير 

هايي دارد، از  شباهتما رياضي استفاده شده در آن با تحقيق 
يك مدل عضلات تنه بر اساس فرضيه تحريك دروني عضله 

)Proprioception( در اين مدل، ضمن . استفاده شده است
جلوگيري از اعمال اضافه بار بر ستون فقرات، بار موجود بر 
روي ستون فقرات در محدوده نيروي قابل تحمل براي مفاصل 

در ضمن، اين مدل هم فعالي . گيرد اي قرار مي بين مهره
)Coactivation(  عضله را نيز در نظر گرفته و توانسته است
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هاي استاتيكي گوناگوني از عضلات را در مفاصل بين  وضعيت
. مايداي مختلف و مقادير متفاوت بار، شبيه سازي ن مهره

، نيروهاي EMGهاي  توان بدون استفاده از مدل همچنين مي
تر از ساير  دقيق ،EMGهاي  عضلاني را در مقايسه با داده

 .)4(ها تخمين زد  مدل
هاي سينتيكي موجود در سيستم اسكلتي عضلاني  نامعيني  

سيستم شود  بدن انسان مزاياي بسياري دارد؛ چرا كه باعث مي
هاي مختلفي براي به  ، امكان استفاده از روشاعصاب مركزي

از . )5(انجام رسانيدن يك عمل در خواست شده داشته باشد 
. چالش رياضياتي است اين موضوع يكنقطه نظر محاسباتي 

در ضمن اين موضوع هنوز در حال بررسي است كه چگونه اين 
اي خاص مديريت  درجات آزادي اضافه براي انجام وظيفه

به اين معنا كه چگونه نيروهاي داخلي عضلات بايد (شوند  مي
را ارضا  مقدار دهي شوند تا گشتاورهاي خارجي شرايط تعادل

، متغيرها و ملاحظات بيشتري در رابطه با عملدر . )6() نمايند
هر عمل موجود است مانند دقت لازم، سختي و انطباق مورد 

  .)1(نياز با خستگي عضلاني 
رل همزمان در اين مقاله توصيف جامع رياضي براي كنت  

نيرو و سختي براي يك مفصل شرح داده خواهد شد و 
ملاحظات لازم در مورد پارامترهاي كنترل شده و كنترل نشده 

بعد از توضيح . بيومكانيكي مورد بحث قرار خواهد گرفت
هاي  مقدماتي جهت عمل يك عضله منفرد بر حسب فعاليت

 توليد نيرو و فرمولاسيون ،)Agonist(عضلات آگونيست 
حل سيستم معادلات . سختي براي كمر استخراج خواهد شد

نامعين از طريق بهينه سازي و مانيفولد كنترل نشده به دست 
آمد و مفهوم نامعيني توسط فضاي پوچ سيستم معادلات 

به عنوان مثال در ادامه با حل يك مدل ساده . توضيح داده شد
و سه استراتژي مختلف استفاده شده  روشن شدنكمر جهت 

العمل مفاصل  گشتاور توليد شده، سختي كمر و نيروهاي عكس
  .در موارد مختلف مقايسه خواهد شد

  
  ها  روشمواد و 

  اي از عضلات براي يك مفصل ساده با مجموعه :تعادل نيرو

، ايجاد فعاليت مخالف )Antagonist(آگونيست و آنتاگونيست 
به صورت هاي تجربي و  تواند به صورت كيفي از طريق داده مي

هاي بيومكانيكي به  كمي از طريق آناليزهاي لازم در مدل
با وجود اين، براي يك مفصل پيچيده با عضلات . دست آيد

هاي عضلاني آگونيست  مختلف، حتي بيان نقش كيفي فعاليت
بايد دياگرام آزاد شامل . )1(و يا آنتاگونيست هم مشكل است 

تمام عضلات مربوطه آناليز شود تا روابط رياضياتي لازم را 
همه خصوصيات . براي برقراري شرايط تعادل بدهد

زيولوژيكي و هندسي لازم براي عضلات بايد لحاظ شود في
براي شرح سيستم مختصات كمر، قراردادها . )7، 8() 1جدول (

پيشنهاد شده ) ISB(المللي بيومكانيك  به وسيله جامعه بين
'محور . )9(است  'y  خطي است كه از مراكز صفحات انتهايي

'محور. باشد ييني مهره و در جهت سر ميبالايي و پا 'z  خطي
است عمود بر صفحه ساجيتال كه جهت آن به سمت راست 

'است و در نهايت محور  'x خطي است عمود بر دو محور ،
' 'y  و' 'z اين مدل . دامي قرار گرفته استكه در جهت ق

هاي ايزومتريك در موقعيت ايستادن قائم  جهت مطالعه تلاش
نيرو،  -حال با در نظر گرفتن روابط طول. شود ارايه مي
نيرو و نيز نيروي غير فعال عضلات، معادلات لازم  -سرعت

  :)1، 10-12(شوند  براي نيروي عضلات به صورت زير بيان مي
 )1 ( ) ( ) ( )max max max. . , .pf f f l f l f l f PCSAα σ= + =&   

 )2 ( )
2 3 4

0 0 0 0

5.1 2.9 56 41 10
l l l l

f l
l l l l

= − + − +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 )3 ( )
0

exp 10.671 7.675p

l
f l

l
= − +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

حداكثر  maxσسطح فعاليت عضلات و αدر معادلات بالا،   
استرس قابل قبول عضله است كه مقدار آن در ادبيات بين 

 در اين .)1(ارش شده است كيلو پاسكال گز 1000تا  350
كيلو پاسكال در نظر  550مطالعه مقدار حداكثر استرس عضله 

  . گرفته شده است
mها براي با استفاده از اين داده   عضله در مدل، معادله   

  :شود تعادل زير استخراج مي
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3×m m×1 3×1A α = b
% % %

 )4  
  :امiدر معادله بالا براي عضله   

 )5 ( ) ( )( ) ( )max . . . , 1, 2, ..,f f l f l i m= =i i

iA r × τ
r r&  

maxكه در رابطه فوق  max .
i if PCSAσ=  وiPCSA  سطح

). باشد مقطع فيزيولوژيك عضله مي ), ,i i i
x y zr r r=irr  بازوهاي

)گشتاوري و ), ,i i i i
x y zF τ τ τ= =i iτ F

rr هاي واحد  مؤلفه
bام و iسطح فعاليت عضله  iα. ني هستندنيروي عضلا

%
 

  :برابر با
 )6 external passiveb = b - b
% % %

  
  externalb

%
,هاي  گشتاور خارجي در هر يك از جهت  ,x y z 

passivebو 
%

گشتاور ايجاد شده توسط بخش غير فعال و نيروي  
)عضلاني است ) ( )( )max1

.m i i
passive pi

f f l
=

= ∑b r × τr r    
براي سادگي، تنها اعمال نيروهاي ايزومتريك لحاظ   
همان گونه كه در مطالعات ديگر اين ملاحظه به كار (اند  شده

  .)13-16(گرفته شده است 
براي يافتن سطح فعاليت عضلات در  :روش بهينه سازي  

براي يك گشتاور خاص، روش بهينه سازي براي ) 4(رابطه 
فعاليت عضلات استفاده ) Norm(حداقل كردن ميزان طبيعي 
 .قابل ملاحظه است) 7(شده و تابع هدف در رابطه 

( ) 2

1

m i n
m

i
i

f α α
=

= ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

 
7(

  .ل شده استاين تابع هدف بر قيدهاي زير اعما

0 1, 1,..,i i mα≤ ≤ =
Aα = b
% % % 8( 

شود و  سازي توسط گشتاور مورد نظر تعيين مي سطوح فعال  
  .محدود شده است 1و  0ها بين  مقادير آن

  m3×A
ماتريسي است كه بر مبناي هندسه و فيزيولوژي  %

محاسبه شده است كه شامل  L4L/5عضلات در حول مفصل 
Aهر سطر . شود ستون ميm و سطر 3

نماينده حداكثر توزيع  %
عضلات براي ايجاد يك مؤلفه خاص گشتاور است و هر ستون 

تواند توليد  نشان دهنده حداكثر گشتاورهايي است كه عضله مي
   .كند

زي روش بهينه سا :فضاي پوچ و قيدهاي فيزيولوژيكي  
. دهد اي از سطح فعاليت عضلات را نشان مي بالا، مجموعه

اين باشد كه با ثابت  سيستم اعصاب مركزيممكن است هدف 
سازي عضلات را  نگهداشتن مقدار گشتاور، الگوي سطح فعال

تغيير دهد تا از خستگي عضلات جلوگيري كند؛ اگرچه، اين 
دف گردد حالت ممكن است منجر به مقادير بالاتري از تابع ه

)17(.  
دهد اين سؤال مطرح  به عبارت ديگر، نامعيني اجازه مي  

تواند ايجاد  شود كه چه تغييراتي در سطح فعاليت عضلات مي
تواند  شود، در حالي كه گشتاور تغيير پيدا نكند؟ اين مطلب مي

مانيفولد كنترل نشده . اشاره كند "فضاي پوچ"به مفهوم 
اين كه تغييري تواند بدون  ساخته شده توسط بردارهاي پايه مي

در گشتاورهاي خارجي ايجاد كند، اجازه تغيير در سطح 
فضاي پوچ تنها به خصوصيات . سازي عضلات را دهد فعال

Aفيزيكي مدل، كه در ماتريس 
%

. آمده است، بستگي دارد 
براي تعيين مانيفولد كنترل نشده نياز است مجموعه معادلات 

  .)18(زير حل شود 
m m3× ×1A .ε = 0

% %
 )9( 

تواند به صورت  اين مجموعه از معادلات خطي همگن مي
%ε .معادله ماتريس و بردار لحاظ شود تواند به عنوان بردار  مي 

متناظر با يك مقدار  )Right singular vector(منفرد راست 
  . منفرد صفر در نظر گرفته شود

 Singular value(با استفاده از روش تجزيه مقدار منفرد 
decomposition(  براي ايجاد فضاي پوچ، ماتريسA

به سه  %
 .ماتريس به شكل زير تجزيه خواهد شد

3m m m m
T

3× 3× 3× ×A = U S V
% % % %

 )10( 
Sهاي قطري  مؤلفه

%
A در صورت لزوم با مقادير منفرد 

%
برابر  

Uهاي  خواهند بود و ستون
%

V و  
%

بردارهاي منفرد راست و 
Sهاي متناظر در  چپ براي مقادير منفرد در ستون

%
خواهند  

  .بود
دو زير فضا در فضاي سطح فعاليت عضلات وجود دارند كه با 

V
%

فضاي پوچ و فضايي عمود بر اين : شوند نمايش داده مي 
 حركت در راستاي بردارهاي يكه فضاي پوچ، تغييري را. فضا
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كند، در حالي كه حركت در راستاي  در مقدار گشتاور ايجاد نمي
بردارهاي عمود بر فضاي پوچ باعث تغييرات مؤثر در مقدار 

  .گردد گشتاور خارجي مي
. بردارها در فضاي پوچ برابر درجه نامعيني سيستم استتعداد 

مجهول وجود دارد، درجه  mدر اين جا چون سه معادله و 
  خواهد بود و در نتيجه )m( ،)3-m ≤ 3(نامعيني براي 

)3 -m (هر يك از . كه در فضاي پوچ داريم اي است بردار يكه
جهت كليدي براي نامعيني اين بردارها در فضاي پوچ يك 

البته بايد در اين مورد . مذكور در فضاي فعاليت عضلات است
به موضوع ديگري نيز توجه كرد و آن اين است كه ممكن 

هاي منفي در بعضي از بردارهاي پايه فضاي پوچ  است مؤلفه
وجود داشته باشند كه اضافه كردن هر تركيبي از اين بردارها به 

ت، تغييري در مقدار گشتاور ايجاد نكند سازي عضلا سطح فعال
اما باعث ايجاد فعاليت منفي براي بعضي عضلات شود كه البته 

  .اين امر قابل قبول نيست
در رابطه با اين موضوع بايد ملاحظه شود كه استفاده از روش 

دهد كه تابع  اي در فضاي فعاليت به ما مي بهينه سازي، نقطه
قيدهاي فيزيولوژيك را ارضا  هدف را كمينه كرده، تعادل و

بعدي  Hyper cube( m(اين نقطه در يك ابر مكعب . كند مي
در اين . دهد خواهد بود كه تمام فضاي كاري را پوشش مي

خط وجود دارد كه از نقطه مورد نظر در جهت ) m-3(صورت 
ن گذرند و تنها قسمتي از اي بردارهاي يكه فضاي پوچ مي

هاي  خطوط كه داخل اين ابر مكعب قرار دارند، قادرند جواب
در اين صورت فعاليت جديد و مثبت . قابل قبول ايجاد كنند
شود بدون اين كه باعث تغيير در مقدار  براي عضلات ايجاد مي

براي اعمال اين مفهوم بايد معادله خط . گشتاور خارجي گردد
  :زير برقرار باشد

( )

1 1 2 2

1, 2, ,

1 , 1 3

i i
j

j j i j

xx x
t

i m j m

αα α
ε ε ε

−− −
= = = =

= = −

L

K K

 )11( 

1در معادله بالا    2, , , mα α αK  سطح فعاليت عضلات است
 .آيد كه توسط روش بهينه سازي به دست مي

1, 2, ,, , ,j j m jε ε εK بردار فضاي پوچ  )m-3(هاي دكارتي  مؤلفه 
jεاست و 

%
1و   2, , , mx x xKدر فضاي سطح  ، متغيرها

هدف، پيدا كردن محدوده قابل . سازي عضلات هستند فعال
است كه با در نظر گرفتن محدود بودن  jtقبول براي متغير 
. آيد در فاصله صفر و يك به دست مي) xi(متغيرهاي مستقل 
هر عدد ثابتي از  وجود داشت، jtاي براي  اگر چنين محدوده
توانست انتخاب و در  اين محدوده مي

j
ε
%

ضرب شود و به  
اي كه از بهينه سازي به دست آمده است، اضافه  بردارهاي يكه

استفاده از همين روش براي بقيه بردارهاي فضاي پوچ، . شود
سازي عضلات در جهت فضاي  ممكن بودن تغيير سطح فعال

براي  .بدون تغيير گشتاور خارجي، مشخص خواهد كرد مثبت را
درك بهتر اين مفهوم، مانيفولد كنترل نشده در يك مثال رسم 

فرض كنيد كه مدل تنها شامل سه عضله ). 1شكل (شده است 
مطابق (باشد  L4L/5اول براي توليد گشتاور حول سطح مهره 

گشتاور  رسيدن به سيستم اعصاب مركزيهدف ). 1جدول 
Flexion( 80( شنفلك Nm− در جهتx بنابراين، در . است  

اين مورد تنها يك معادله تعادل و سه مجهول وجود خواهد 
  ).12(داشت 

  

مانيفولد كنترل نشده و نتايج بهينه سازي براي سه تابع . 1شكل 
حداقل نرم، حداقل جمع استرس عضلات و حداقل جمع  :هدف

در اين مثال سه عضله كه روي يك . مكعبات استرس عضلات
كنند، مدل شده است تا مفهوم به شكل ديداري  مفصل عمل مي

هاي موجود در اين جا چنين  بنابراين ماتريس. قابل نمايش باشد
   .α 1×3و A 3×1: دارندساختاري 

b1×3 3×1A α =
% %

 )12( 
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ختلف بهينه را، كه روي سطح هاي م حل راه 1شكل   
اين شكل . دهد گيرند، نمايش مي مانيفولد كنترل نشده قرار مي

در ساختن مانيفولد  α*دهد كه انتخاب حل بهينه  نشان مي
در اين مثال سه تابع هدف براي . كنترل نشده نامتغير است

رس بهينه سازي استفاده شد كه شامل حداقل جمع است
عضلات، حداقل ميزان طبيعي و حداقل جمع مكعبات استرس 

توان گفت كه نقاط  به طور خلاصه مي. عضلات بوده است
نهايت حل موجود هستند كه سطح  روي اين سطح، كليه بي

هر نقطه كه بر روي . دارند سازي عضلات را مثبت نگه مي فعال
نخواهد اين صفحه قرار نداشته باشد، شرايط تعادل را برقرار 

جهت بردار عمود بر آن (خصوصيات مانيفولد كنترل نشده . كرد
1تنها به ماتريس ) در فضا 3A

×
مقادير مختلف . بستگي دارد 

دهد اما بردار  گشتاور، اين سطح را به بالا و پايين حركت مي
طبيعي سطح مانيفولد كنترل نشده بدون تغيير باقي خواهد 

  .ماند
توانند به  اين فرضيه كه سختي عضلات مي :اي ي زاويهسخت

ها  طور مؤثري به عنوان تابعي از نيروي عضلات و طول آن
تخمين زده شوند، در مطالعات پايداري كمر به خوبي نشان 

اند كه  نشان داده بعضي مطالعات. )19 ،20(داده شده است 
  داردسختي عضله رابطه خطي با نيروي عضله 

ها براي كم كردن درجه نامعيني،  يكي از روش. )21 ،22(
) iαدر اين مورد (اضافه كردن معادلات جديد به مجهولات 

تواند به وسيله اضافه  اين كار مي. سيستم اصلي معادلات است
كردن معادلات سختي مفصل به عنوان تابعي از سختي 

راي آماده سازي چنين ب). 4(عضلات به مدل قبل باشد 
اي مفصل استفاده شده است تا به  معادلاتي، سختي زاويه

در اين حالت سيستم . وسيله آن سه معادله اضافي ايجاد شود
  :آيد معادلات جديد در حالت كلي به شكل زير در مي
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

3×m 3×1
m×1

3×m 3×1

A b
α =

B δ
% %

%
% %

 )13( 

. مجهول وجود دارد mشش معادله و ) 13(در رابطه   
در ادبيات . خواهد بود )m- 6(بنابراين، درجه نامعيني برابر 

فرمول بندي، تنها براي تعادل همزمان نيرو و گشتاور  چنين
  ).اما نه براي سختي( )23(استفاده شده است 

1δ×3در معادله بالا، 
 - سه تايي سختي مطلوب بر حسب نيوتن %
اي به صورت  در حالت كلي سختي زاويه. متر بر راديان است
  :شود زير نمايش داده مي

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

M M M

M M M

M M M

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

= ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎣ ⎦

K
%

 )14( 

K
%

، ماتريس سختي سيستم اسكلتي عضلاني سه درجه آزادي 
آن است كه در 

ij i jK M θ= ∂ ∂،iM وjθ گشتاور و زاويه   
3mdفرض شده كه . مفصل است ماتريس بازوي گشتاورها  ×

  :شود است كه به صورت زير نشان داده مي
  

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

1 2 3

: : :

m m m

l l l

l l l

l l l

l l l

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

∂ ∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥

⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

d
%

 )15( 

ijكه در  i jd l θ= ∂ ∂ ،il وjθ طول عضله و زاويه   
   بر طبق معادله برگمارك. مفصلي متناظر است

)Bergmark’s equation(، ( ).mm m mk q f l= ،mmk  
ام است mسختي اسكالر خطي براي عضله  

( )mm m mk F l= ∂ ∂:  
  

11

22

33

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 mm

k
k

k

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

k

L

L

%
M M O

 
)16( 
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Kبراي به دست آوردن ماتريس سختي  
%

براي بدن به   
  :عنوان تابعي از سختي عضلات و هندسه داريم

( )m mii m
ij

j j

F dMK
θ θ

∂∂
= =
∂ ∂

∑ )17( 

هايي براي تشريح سختي در  انديس jو  iدر اين رابطه   
ام mانديسي براي عضله  mسيستم مختصات بدن هستند و 

  ).نيروي عضلاني است F(است 
( )m mi

ij mi mm
j j

F dK d F
θ θ
∂ ∂

= +
∂ ∂∑ )18( 

2هاي درجه دو  با فرض ناچيز بودن نرم  
mi m

j i j

d l
θ θ θ

∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
، به 

  :خصوص در حالت استاتيكي، داريم
( ) ( )m

ij mi mm mj mim m
j

FK d k d d
θ
∂

= =
∂∑ ∑ )19( 

Kبا استفاده از ماتريس بالا،   
%

  :شود به صورت زير تعريف مي 
TK = d k d

% %% %
 )20( 

هاي  شود كه المان به عنوان يك حالت ساده شده فرض مي  
Kقطري 

%
δهاي كنترل شده سختي باشد كه با  ، المان

%
) 13(در  

ها، عناصر غالب بر اساس  اين المان. نشان داده شده است
δ .پيكربندي عضلات در سيستم هستند

%
به صورت زير نوشته  

  :شود مي
2

1

m

i ji jj
j

d kδ
=

= ⋅∑ )21( 

Bكه رابطه لازم براي   
%

، )1(، هنگامي كه با )13(را در رابطه  
فرض . دهد و رابطه برگمارك براي سختي تركيب شود، مي) 4(

مقدار ثابت است و در اين مطالعه، مقدار آن يك  qشود كه  مي
  .در نظر گرفته شده است 8برابر 

  
قرار  αترتيبي كه عضلات در بردار . )7 ،8(دسته عضلاني  18مختصات ابتدا و انتهاي عضلات، طول و سطح مقطع عضلات براي . 1جدول 

  كند اند، از اين روند تبعيت مي گرفته

PCSA ( )2m طول(m)  رديف  عضله موقعيت ابتداي عضله موقعيت انتهاي عضله  
z (m) y (m) x (m) z (m) y (m) x (m) 

0010/0 300/0 070/0 176/0 096/0 030/0 124/0- 090/0 RA-R 1 
0010/0 168/0 125/0 126/0 034/0- 130/0 012/0 034/0 EO1-R 2 
0009/0 183/0 105/0 141/0 031/0 0 124/0- 096/0 EO2-R 3 
0009/0 132/0 070/0 116/0 056/0 125/0 041/0 004/0- IO1-R 4 
0008/0 115/0 0 206/0 096/0 120/0 014/0- 066/0 IO2-R 5 
0011/0 181/0 084/0 216/0 078/0- 068/0 008/0- 080/0- IL-R 6 
0017/0 171/0 050/0 266/0 074/0- 033/0 009/0- 080/0- LT-R 7 
0002/0 252/0 120/0 296/0 004/0- 060 041/0 046/0- LD1-R 8 
0002/0 235/0 120/0 296/0 004/0- 030/0 018/0 058/0- LD2-R 9 
0010/0 300/0 070/0 - 176/0 096/0 030/0- 124/0- 090/0 RA-L 10 
0010/0 168/0 125/0 - 126/0 034/0- 130/0- 012/0 034/0 EO1-L 11 
0009/0 183/0 105/0 - 141/0 031/0 0 124/0- 096/0 EO2-L 12 
0009/0 132/0 070/0 - 116/0 056/0 125/0- 041/0 004/0- IO1-L 13 
0008/0 115/0 0 206/0 096/0 120/0- 014/0- 066/0 IO2-L 14 
0011/0 181/0 084/0 - 216/0 078/0- 068/0- 008/0- 080/0- IL-L 15 
0017/0 171/0 050/0 - 266/0 074/0- 033/0- 009/0- 080/0- LT-L 16 
0002/0 252/0 120/0 - 296/0 004/0- 060/0- 041/0 046/0- LD1-L 17 
0002/0 235/0 120/0 - 296/0 004/0- 030/0- 018/0 058/0- LD2-L 18 
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  ها يافته
ها  اين مفاهيم با انجام يك سري از شبيه سازي :شبيه سازي

را در نظر  1عضله ذكر شده در جدول  3. شود بيشتر روشن مي
سيستم وظيفه مختلف توسط  -بگيريد، سه نوع استراتژي

  :ممكن است در نظر گرفته شود اعصاب مركزي
ابر تنها مقاومت در بر سيستم اعصاب مركزي: مورد اول  

در نظر  xمتر فلكشن را در راستاي  -نيوتن 80گشتاور 
  .دهد گيرد و به سختي مفصل اهميت نمي مي

اي  تنظيم سختي زاويه سيستم اعصاب مركزيهدف : مورد دوم
100/به مقدار  Nm rad كند است و گشتاور را ارضا نمي .  

خواهد هر دو مورد  مي اب مركزيسيستم اعص: مورد سوم
اي مفصل را مطابق مقادير بالا، همزمان  گشتاور و سختي زاويه

  .ارضا كند
مجهول فعاليت عضلات  3در مورد اول و دوم، يك معادله و 

  ). 23و  22به ترتيب، معادلات (موجود است 
1×3 3×1 1×1A α = b
% % %

 (22) 
 1×3 3×1 1×1B α = δ
% % %

 (23) 

ا تلفيق دو معادله فوق، معادله مورد نظر براي مورد سوم به ب
  .آيد دست مي

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
1×3 1×1

3×1
1×3 1×1

A b
α =

B δ
% %

%
% %

 )24(  

با استفاده از روش بهينه سازي، كه در قبل توضيح داده   
شد، نتايج حاصل براي فعاليت عضلات در سه مورد مطرح شده 

ي در دو مورد اول، سيستم دارا. آمده است) 2(و در جدول 
اي  بنابراين فضاي پوچ، صفحه. باشد درجه آزادي مرتبه دو مي

در فضاي سه بعدي فعاليت عضلات بوده است و زير فضاي 
عمود بر اين فضاي پوچ در راستاي بردار عمود بر صفحه   

با استفاده از اطلاعات مثال مطرح شده براي . مذكور خواهد بود
ن و بردار عمود مورد اول، صفحه فضاي پوچ، بردارهاي يكه آ

ملاحظه ) 2(در شكل ) زير فضاي عمود بر فضاي پوچ(بر فضا 
  .گردد مي

 
صفحه فضاي پوچ، بردارهاي يكه آن و زير فضاي عمود بر . 2شكل 

فضاي پوچ كه در مكعب واحد مجاز در فضاي فعاليت عضلاني 
  .اند محدود شده

  

. يفعاليت عضلات با اهداف مختلف سيستم اعصاب مركز. 2جدول 
1α : فعاليتRA-R ،2α : فعاليتEO1-R،3α :فعاليتEO2-R 

هدف كنترلي سيستم 
 1α 2α 3α اعصاب مركزي

 227/0 633/0 261/0 مورد اول

 226/0 048/0 299/0 مورد دوم

 198/0 0//660 220/0 مورد سوم

  

  براي سه مورد ذكر شده tمقادير . 3جدول 

) هدف كنترلي سيستم اعصاب مركزي )1lt
%

 ( )1ut
%

 ( )2lt
%

 ( )2ut
%

 

- مورد اول 842/0  297/0  - 244/0  830/0  

- مورد دوم 049/0  960/0  - 283/0  496/0  

- مورد سوم 247/0  367/0  - - 
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، امكان تغيير tبر اساس روش ذكر شده براي يافتن مقادير 
مقادير فعاليت عضلات در حين ثابت نگهداشتن هدف مورد 

اين كار با افزودن . سيستم اعصاب مركزي وجود داردنظر 
در بردار يكه متناظر از فضاي پوچ،  tضربي از مقادير حاصل

بازه . آيد به فعاليت حاصل از بهينه سازي به دست مي
تغييرات به عنوان ضريبي براي هر يك از بردارهاي فضاي 

)پوچ، برداري به صورت  ) ( )l ut i t i⎡ ⎤⎣ بازه اين . باشد مي ⎦
آورده ) 3(تغييرات براي موارد مذكور در مثال فوق در جدول 

رود با وجود ثابت بودن  در مورد اول، انتظار مي. شده است
العمل مفصل  اي و نيروي عكس ممان خارجي، سختي زاويه

هدف سيستم اعصاب مركزي ثابت نگاه داشتن (تغيير كند 
براي ). ، ب و ج3شكل ) (ر مفصل بوده استممان خارجي د

مشاهده مقادير متغير فوق با تغيير فعاليت عضلات موجود در 
را به صد قسمت  tهاي موجود براي  مدل، هر يك از بازه

كرده، هر يك از اين صد مقدار را به  به صورت خطي تقسيم 
ي بوده است، فعاليت عضلات، كه حاصل از بهينه ساز

العمل  اي و نيروي عكس افزاييم و مقادير سختي زاويه مي
مفصلي را براي اين مقادير جديد فعاليت عضلاني، محاسبه 

اين روند براي ساير موارد به طور ). الف - 3شكل (كنيم  مي
در دو مورد ). 5و  4هاي  شكل(مشابه انجام پذيرفته است 

ود دارد و حداكثر دو اول، دو بردار يكه براي فضاي پوچ وج
وجود خواهد ) 4(و ) 3(هاي  در شكل tسري از مقادير براي 

در مورد سوم، يك بردار براي فضاي پوچ موجود . داشت
 tاست و در نتيجه حداكثر يك بازه غير صفر براي مقادير 

هاي ذكر  ها تئوري كلاين ش. قابل حصول است) 5(در شكل 
در مورد اول، كه . كنند هاي قبل را تأييد مي شده در قسمت

هدف سيستم اعصاب مركزي توليد مقادير مطلوب گشتاور 
خارجي در مفصل است، با وجود تغيير فعاليت عضلاني كه 
ممكن است در بعضي موارد مطلوب باشد، ممان خارجي 

مقادير مربوط سيستم اعصاب مركزي به . تغيير نكرده است
العمل مفصلي اهميتي نداده  به سختي و يا نيروي عكس

است و منطقي خواهد بود كه با تغيير فعاليت عضلاني، اين 
قابل ملاحظه ) 3(مقادير تغيير كنند كه اين امر در شكل 

  . است
. نتايج براي مورد دوم نيز بسيار جالب توجه بوده است  

ه از مقادير به دست تغييرات در فعاليت عضلات با استفاد
باعث ايجاد تغييرات فراواني در فعاليت عضله  l)1(آمده براي 

E01-R اي بر  شده است كه اين امر به طور قابل ملاحظه
) - Nm  20تا - 100از (گشتاور توليد شده اثر گذاشته است 

باعث تغييرات كمي در فعاليت  t)2(اگرچه ). الف - 3شكل (
اي باعث هم فعاليتي  گونه شده است، اما به E01-Rعضله 
RA-R  وE02-R اي توليدي  نيز شده است تا سختي زاويه

اثرات ). ب - 4شكل (در مفصل بدون تغيير باقي بماند 
العمل مفصلي  بر روي نيروي عكس t)1(تغييرات ناشي از 

  ). ج - 4شكل (قابل ملاحظه بوده است 
كه هر دو مقدار  باشد آخرين شبيه سازي، مورد سوم مي  

. اند اي ثابت نگاه داشته شده گشتاور خارجي و سختي زاويه
اين امر باعث محدود شدن بازه تغييرات فعاليت عضلات و 

). 4شكل (العمل مفصلي گرديده است  نيروي عكس
رياضيات مربوط براي مورد اول و به منظور يافتن بردارهاي 

  .يكه در فضاي پوچ در پيوست آمده است
  

  

  
  )الف(
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  )ب(

  
  )ج(

80bثابت نگهداشتن : مورد اول. 3شكل  Nm= در حالي كه  −
) ب(فعاليت عضلاني، ) الف(شود  مقادير زير تخمين زده مي

  العمل مفصل نيروي عكس) ج(اي مفصل،  سختي زاويه
  

  
  )الف(

  

 
  )ب(

  
  )ج(

100Nm/ثابت نگهداشتن : مورد دوم. 4شكل  radδ لي در حا =
) ب(فعاليت عضلاني، ) الف(شود    كه مقادير زير تخمين زده مي

  العمل مفصل نيروي عكس) ج(گشتاور مقاوم، 
  

  بحث
هايي ميان روش استفاده شده در اين تحقيق  در حالي كه تشابه

، در اين )8(و همكاران وجود داشت  Pomeroو فرمولاسيون 
اي مطرح و نتايج  اي سؤالات قابل ملاحظه جا به صورت پايه

تواند  سيستم اعصاب مركزي مي. مربوط ارايه گرديده است
در . فعاليت عضلات را به گشتاور و سختي عضلات تصوير كند

براي تقسيم ) pseudo inverse(گذشته، روش شبه معكوس 
هاي  ت در سيستمكردن گشتاور مفاصل به نيروي عضلا

نقص . )24 ،25(عضلاني نامعين استفاده شده است  - عصبي
آن روش، لحاظ نكردن قيدهاي فيزيولوژيكي كافي روي 

عضلات مانند طناب تنها قادر به . علامت نيروي عضلات بود
بنابراين روش . توانند فشار دهند ستند و نميايجاد كشش ه

اي را كه در مطالعات پيشين بر  حاضر محدوديت قابل ملاحظه
مبناي روش شبه معكوس وجود داشته است را حل كرده است 

اضافه كردن سختي به گشتاورهاي مطلوب در طرف . )24 ،25(
عضله راست سيستم معادلات بر مبناي اين مفهوم است كه هر 

با وجود اين، ). 13(تواند به عنوان عامل مستقلي عمل كند  مي
هاي  كند كه عضلات در غالب گروه نتايج تجربي مشخص مي
 ها آن شوند كه عضويت و خصوصيات همكار به كار گرفته مي

هاي  اي است كه تحت عنوان نقشه هاي پيچيده شامل شبكه
محدوديت روش . )26- 28(شوند  حركتي شناخته مي - حسي

 - موجود اين است كه در آن، آناتومي فعال سيستم اسكلتي
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شود در حالي كه قيدهاي سيستم عصبي  عضلاني مدل مي
به عبارت ديگر، هر عضله به عنوان يك . اند ناديده گرفته شده

شود و اثرات وابسته به عمل با  عامل مستقل در نظر گرفته مي
رهاي محيطي كه با سيستم مثل فاكتو(ها  سطوح بالاتر فرمان

تحقيقي . شوند ناديده گرفته مي) شود حسي انتقال داده مي
مناسب كه در آن، اثرات اين پديده در عملكرد دست مرور شده 

سختي مطلوب بر مبناي تجربيات . )29(باشد  است، موجود مي
گذشته، شرايط محيطي و ترس از آسيب يا بروز درد، سطح 

. دهد فعاليت عضله را نسبت به گشتاور خارجي تغيير مي
استفاده از بيني ضرورت  هاي متعددي در پيش ها و فرضيه نظريه

هاي هم فعالي وجود دارد كه نحوه به كارگيري  استراتژي
؛ خواه، اين )30(دهد  هاي كمر تغيير مي عضلات را در نارسايي

اي را به منظور جلوگيري از  قيدها قابليت تحرك بين مهره
كم كند و يا نحوه به كارگيري عضلات  آسيب رسيدن به بافت

  .)16 ،17(را تغيير دهد 

  
  )الف(

  
  )ب(

80bثابت نگهداشتن : مورد سوم. 5شكل  Nm= و  −
/100Nm radδ شود  در حالي كه مقادير زير تخمين زده مي =
  العمل مفصل نيروي عكس) ب(فعاليت عضلاني، ) الف(

ها و نامتغيرها  روشي كه در اين مقاله براي حل نامعيني
شده است، هنوز در بحث كنترل حركتي يك مسأله  پيشنهاد

ممكن است تفسيري براي . )31(غامض و بدون پاسخ است 
آموختن، كم كردن تدريجي كنترل دقيق روي سطح فعاليت 

بر اساس (ترتيب، سطح فعاليت عضلات  بدين . عضلات باشد
) شوند اي خاص در نظر گرفته مي پارامترهايي كه براي وظيفه
و سيستم قابليت ) سختي مفصل(كمتر معين خواهد گرديد 

از ديد (از فضاي پوچش انعطاف پذيري بيشتري در استفاده 
) استراتژي كم كردن خستگي و پاسخ به تغيير شرايط محيطي

چارچوب كاري حاضر، امكان استفاده از . نشان خواهد داد
هاي تحليلي را براي رجوع به  ابزارهاي هندسي و روش

مفاهيم  از جمله اين. كند مفاهيم بيومكانيكي فراهم مي
پذيري  تغيير ،)Controllability(توان به كنترل پذيري  مي

)Variability( پيچيدگي ،)Complexity( و تعيين 
كه قسمت محدودي از تئوري  ،)Determinism(پذيري 

  .)32(كرد  ديناميك غير خطي در كنترل حركتي هستند، اشاره
رشته  18تري با لحاظ نمودن  در مقاله ديگر، موارد پيچيده  

عضلات كمر و تعادل ايزومتريك سه بعدي شبيه سازي شده 
  .)33(است 

  
  گيري نتيجه

 سيستم اعصاب مركزيهاي مختلفي، كه  در اين مطالعه روش
عضلاني را به كار گيرد،  - ممكن است نامعيني سيستم اسكلتي

مورد بحث قرار گرفت و مفهوم نامعيني سينتيكي به صورت 
فضاي پوچ سيستم از لحاظ سينتيكي، . ياضي مطرح گرديدر

هنگامي كه گشتاور و يا سختي مفصلي مشخصي مورد نياز 
نتايج نشان داد كه . باشد، استخراج و روي آن بحث گرديد

فرمولاسيون ارايه شده براي نگهداشتن يك گشتاور ثابت و يا 
رسيدن به سختي مطلوب كمر، وابسته به وظيفه درخواستي 

وده است و استفاده از فضاي پوچ سيستم تنها روي پارامترهاي ب
اين امر براي حالاتي كه در آن تنها . گذارد كنترل نشده اثر مي

شود،  كنترل مي) گشتاور و سختي(يك پارامتر و يا دو پارامتر 
در اين جا (تغيير در پارامترهاي كنترل نشده . صادق بوده است
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تواند از مقادير ناچيز تا  مي ، كه)العمل مفصل نيروهاي عكس
قابل ملاحظه تغيير كند، به اهميت درجات آزادي اضافي در 

نتايج اين تحقيق، بر . كند اشاره مي) فضاي پوچ(فضاي فعاليت 
نقش اضافه كردن پارامترهاي كنترل شده براي يك سيستم 

هاي  هاي بيشتر مدل نامعين تأكيد و چارچوبي را براي تحليل
اي در راستاي ملاحظات تئوري و كلينيكي  ضلهپيچيده چند ع

  .كند معرفي مي
  

  پيوست
  :گردد به صورت زير بازنويسي مي) 4(براي مورد اول معادله 

11 1 12 2 13 3A A A bα α α+ + = )25( 
با در نظر گرفتن مدل استفاده شده و مقادير موجود در   

A، اجزاي ماتريس )1(جدول 
%

رابطه فوق به صورت زير در  
  :آيد به دست مي

[ ] [ ]
11 12 13

37.37 90.77 32.48A A A Nm= = − − −Α
%

)26(
و رابطه مربوط ) 6(، )5(، )3(، )1(اكنون با توجه به روابط   

به گشتاور غير فعال مفصل، براي مقدار گشتاور خارجي 
80 Nm−  74.5فلكشن، مقدارb Nm= هد به دست خوا −

بنابراين با در نظر گرفتن مقادير فوق در مورد اول، معادله . آمد
  :باشد به صورت زير مي) 25(

  
1 2 337.37 90.77 32.48 74.5 Nmα α α− − − = − )27( 

شمار جواب براي  مجهول است و بي 3داراي ) 27(معادله   
ها در فضاي مجاز  اين معادله وجود دارد كه تمامي اين جواب

صفحه (نمايش داده شده است ) 1(فعاليت عضلاني در شكل 
  ).1مربوط به مانيفولد كنترل نشده در شكل 

توان براي اين مثال به صورت زير  را مي) 10(رابطه   
  :بازنويسي كرد

  
1 3 1 1 3 3 3

T
× × 3× ×A = U S V

% % % %
 )28( 

بر اساس روش تجزيه مقدار منفرد، ) 28(اكنون با توجه به   
Vتوان  مي

%
  .به دست آوردرا  

-0.36 -0.88 -0.31

-0.88 0.43 -0.20

-0.31 -0.20 0.93

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

V
%

 )29( 

V، دو ستون آخر)3-2(مطابق با تئوري مطرح شده در بخش   
%

در  
بردارهاي يكه فضاي پوچ براي مورد اول خواهند بود و ستون ) 29(

ابتدايي اين ماتريس، بردار يكه زير فضاي عمود بر فضاي پوچ را نشان 
  : به عبارت ديگر خواهيم داشت. دده مي

[ ]1 -0.88 0.43 -0.20 Tε = )30( 

[ ]2 -0.31 -0.20 0.93 Tε = )31( 

در  tهاي مجاز براي  اكنون با ضرب اعداد انتخابي از بازه  
ها به  و افزودن آن) 28) (يا(و ) 27(در بردارهاي يكه  3جدول 

براي پاسخ حاصل از بهينه سازي براي  مقادير به دست آمده
توان مقادير فعاليت عضلات را تغيير  ، مي2مورد اول در جدول 

داد بدون اين كه تغييري در مقدار متغير كنترل شده توسط 
مقاومت در برابر گشتاور (سيستم اعصاب مركزي در مورد اول 

به عنوان . اتفاق افتد) xمتر فلكشن در راستاي  -نيوتن 80
و ) 3در جدول  tدر بازه مجاز براي ( 3/0مثال با انتخاب عدد 

مقادير ( 2و افزودن آن به سطر اول جدول ) 30(ضرب آن در 
فعاليت عضلات كه حاصل از بهينه سازي براي مورد اول 

 مقادير جديد و مثبت فعاليت عضلات به صورت زير) است
  :خواهد بود

[ ]0 0.76 0.17 T
=α

%
 )32( 

شود كه تغيير در الگوي فعاليت عضلات قابل  ملاحظه مي  
حال براي اثبات عدم ). فعاليتي ندارد E02-R(ملاحظه است 

، كه هدف سيستم اعصاب b = -745 Nmتغيير در مقدار 
Αمركزي بوده است، ماتريس 

در مقادير جديد ) 26(را از  %
  :كنيم ضرب مي) 32(فعاليت عضلات در 

[ ]37.37 90.77 32.48

0

0.76 74.5

0.17

Nm− − − × = −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 )33( 
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Abstract 
Human motor system is organized for execution of various motor tasks in different and flexible ways. This 
is mainly achieved by the way that central nervous system (CNS) uses the redundancy in musculoskeletal 
system. The kinetic redundancy in human musculoskeletal systems is a significant property by which 
central nervous system achieves many complementary goals. In this study, by explaining the definition 
and role of uncontrolled manifold for movement kinematics, the kinetic redundancy concept is explored in 
mathematical terms. The null space of the kinetically redundant system when certain joint moment and/or 
stiffness are needed is derived and discussed. In this paper, the mathematical methods have been 
developed for a simpler planar biomechanical model with 3 muscles in which the explained concepts have 
been utilized. 
Keywords: Redundancy, Central nervous system, Null space, Lumbar region, Musculoskeletal system. 
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